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Aufgabe 1: Harte und Vollstandigkeit [8 Punkte]
Beweisen Sie die folgenden Lemmata:

a) [4 Punkte] Sei C eine Komplexitatsklasse, R eine Menge von Funktionen und A € C ein
Problem. Wenn A C-hart/vollstandig ist, dann ist A coC-hart/vollstindig (jeweils beziiglich
R-many-one-Reduktionen).

b) [4 Punkte] Seien A, B Probleme mit A s',f,g B.Wenn Bin NL ist, dann auch A.

Hinweis: Wie in der Vorlesung angemerkt, ist die Ausgabe f(x) einer logspace-Reduktion

hochstens polynomiell grof3, d.h. es gibt einen konstanten Exponenten k € N mit
k

|fix)| € O(Ix]").

Aufgabe 2: Vollstandigkeit in L [6 Punkte]
Sei X ein endliches Alphabet. Beweisen Sie:

a) [3 Punkte] Ein Problem A € ¥ istin L genau dann, wenn A <% {&}. Hier bezeichnet {} die
Problem der Leerheit der Eingabe.

b) [3Punkte]Jede SpracheA ¢ X" inLmitA # @undA # X" ist bereits L-vollstindig (beziiglich
logspace-many-one-Reduktionen).

Aufgabe 3: Erreichbarkeit in azyklischen Graphen [11 Punkte]
In der Vorlesung wurde die NL-Vollstandigkeit von PATH gezeigt. Wir interessieren uns im folgen-
den nun fiir weitere NL-vollstandige Probleme.

Pfadexistenz mit Zwischenknoten (INTERPATH)
Gegeben: Gerichteter azyklischer Graph G = (V, R), Knoten s, t,u € V

Frage: Gibt es einen Pfad von s iber t nach u in G?

a) [3 Punkte] Zeigen Sie, dass INTERPATH NL-vollstandig ist, indem Sie zuerst
INTERPATH <°? PATH, und anschlieBend PATH <°° INTERPATH zeigen.



Pfadexistenz in azyklischen Graphen (ACYCPATH)
Gegeben: Gerichteter azyklischer Graph G = (V,R), Knoten s, t € V

Frage: Gibt es einen Pfad von s nach tin G?

b) [4 Punkte] Zeigen Sie, dass sich das Problem PATH auf ACYCPATH reduzieren lasst. Geben
Sie die Funktion explizit an und beweisen Sie, dass sie eine logspace-many-one-Reduktion
ist.

Azyklizitat (ACYCLIC)

Gegeben: Gerichteter Graph G = (V,R)
Frage: Ist G azyklisch?

c) [4 Punkte] Beim Problem ACYCPATH nehmen wir an, dass die Eingabe ein azyklischer
Graphist. Wir wollen nun fiir einen gegebenen Graphen feststellen, ob er diese Eigenschaft
hat. Beweisen Sie, dass ACYCLIC selbst bereits NL-vollstandig ist.

Hinweis: Reduzieren Sie ACYCPATH auf ACYCLIC und verwenden Sie den Satz von Immer-
man und Szelepcsényi (NL = coNL).

Aufgabe 4: Abschlusseigenschaften von NL [10 Punkte]
Im folgenden betrachten wir die Klassen der NL und NL-vollstandigen Probleme.

a) [5Punkte] Zeigen Sie, dass die Klasse NL unter den folgenden Operationen abgeschlossen
ist:

- Vereinigung

+ Durchschnitt
« Komplement
+ Kleene Stern

b) [5Punkte] Nun untersuchen Sie die Klasse der NL-harten Probleme auf Abgeschlossenheit
unter folgenden Operationen:

- Vereinigung
+ Durchschnitt

« Komplement



